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�>Ø � �>Ø � $ � *EÂ ��� T Ø � ' $ � T Ø#$ � T�� Â �>Ý Ý>Ø � $�$ *
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Ù/½ Â�ÍfÃpÆ ÂXÃ@¿�ÍfÌ�ÏaÍs»�âfÂXÃ�ÎfÂ�»,ÏaÂNÍfÌ ��Ó �$×�ÌPÍfÃ�¼�½ Â � ��¿�Â�Ë«¾�»,ÍfÃpË ÍfÌ/¼�½,Â�ÂXÃpÃ�ÍfÃ�Áf»£ÆÔÍfÌ
��Ó � 3 ×%ÌSÍfÃ�¼�½ Â 	 3 ��»,ÍfÃpË ÍfÌ�¼�½ Â«ÂXÃpÃ�ÍfÃ�¾�» � Á]Ã�Â�ÏXÊÉÂ�Á]ÃpÊÉÇ�Ífá,¼�Áf¾�»,Â�ÆÜ¾�»äáQÍf¼�½ÜÏXÁf¿�Â�¿XØ
1#Íf¼�Â#ÁfÊ�¿�Í�¼�½,Á]¼Z¼�½ Â�ÁfÏa¼�Å£ÁfÊ,Ë«Á]Îs»,¾É¼�Å£Æ Â
ÍfÌQ¼�½ Â/ÂXÃ�Ã�ÍfÃ@¿ZÁ]Ã�Â/¼�½ Â#¿�ÁfËdÂfÚ�¾¢»,Æ ÂXÀQÂ�»,Æ Â�»�¼�ÊÉÇ
ÍfÌ#½,Í.Ä � ¾�¿�Ïp½ Ís¿�Â�»iØ Ù/½,ÂXÃ�ÂXÌSÍfÃpÂfÚD¾�» ÁfÊ�Ê�¼�½ ÂBÌPÍsÊ�ÊÉÍ.Ä#¾�» ÎNÂaãIÀQÂXÃp¾�ËdÂ�»�¼�¿�Ä�¾É¼�½ÔÂ��>Å,ÁfÊ
ÍfÃpÆ ÂXÃªÁ]À£À,Ã�Í�ã ¾�Ë«Á]¼�¾�Ís»8Ú8Ä)Â�Ís»,ÊÉÇU¿p½ Í.Ä ¼�½ ÂdÃpÂ�¿�Å,ÊÉ¼�¿%Ífá,¼�Áf¾¢» Â�ÆäÌSÍfÃ ��� T Ø2! Â¦ÁfÊ�¿�Í
Â�ËdÀ£½£Áf¿�¾�
XÂ%¼�½,Á]¼
Ä�Â�Ífá£¿�ÂXÃ�âfÂ�ÆB¼�½,Â%¿pÁfËdÂ�ÍfÃpÆ ÂXÃp¿�ÍfÌvÏaÍs»�âfÂXÃ�ÎfÂ�»,ÏaÂ�¿�ÂXÀ£Á]ÃpÁ]¼�Â�ÊÉÇ�¾�»�¼�½ Â
Õ6ÖªÑ Áf»,Æ ¾�» ¼�½,Â¦ÏaÍs» ÌPÍfÃpË«¾�»,ÎNÃ�ÂXÎs¾ÉÍs»£¿XÚv¼�½,Á]¼�¾¢¿XÚ ��Ó � 3 ×�ÌPÍfÃ�¼�½ Â 	 3 ��» ÍfÃpË�ÍfÌ/¼�½ Â
ÂXÃ�Ã�ÍfÃ�¾�» � 2 Áf»,Æ � 3 Ú!Áf»,Æ���Ó �$×�ÌPÍfÃª¼�½ Â 	 3 ��» ÍfÃpË1ÍfÌ�¼�½ Â«ÂXÃ�ÃpÍfÃ�¾�» F Áf»,Æ ÌPÍfÃª¼�½ Â
� 2 ��¿�Â�Ë«¾�» ÍfÃpË ÍfÌ!¼�½ Â�ÂXÃ�Ã�ÍfÃ�¾�» � 3 ØÙ/½,ÂN¿�ÁfËdÂ�ÍfÃpÆ ÂXÃp¿�ÍfÌªÏaÍs»xâfÂXÃpÎfÂ�»,ÏaÂ Á]Ã�ÂUÁfÊ�¿�ÍÜÍfá,¼�Áf¾�»,Â�Æ Ä�½ Â�» Å,¿�¾�» ÎÜ¼�½ ÂNÌPÍsÅ Ã
ËdÂ�¿�½,Â�¿
Ä�¾É¼�½�½£Áf» Îs¾�» Î«» ÍIÆ Â�¿
Ä#¾É¼�½�¼�½ Â�ËdÂ�¿p½���Æ ÂXÀQÂ�»,Æ Â�»�¼/Õ6ÖªÑ7ÃpÂXÎs¾ÉÍs»NÆ ÂXÈ$» Â�ÆB¾�»
¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â �>Ø Ù/½ Â�ÏaÍfÃ�ÃpÂ�¿�ÀQÍs»,Æ,¾�» Î�Ã�Â�¿�Å£ÊÉ¼�¿XÚZ¼�ÍfÎfÂX¼�½ ÂXÃ�Ä�¾É¼�½ ¼�½,Ís¿�ÂBÃ�Â�Ê�Á]¼�Â�Æ ¼�ÍÜ¼�Â�¿�¼
ÏXÁf¿�Â�¿�Ý�Áf»,Æ�$ Ú,Á]Ã�ÂªÃpÂXÀ ÍfÃp¼�Â�ÆB¾�»BÙ!Á]á$ÊÉÂªÝ>Ø ��ÎsÁf¾¢»8Ú Ä)Â�À Ís¾¢»x¼�ÍsÅ ¼
¼�½,Á]¼
Ä�ÂªÍfá£¿�ÂXÃ�âfÂ�Æ
¼�½ Âª¿�ÁfË«Â�ÍfÃpÆ ÂXÃp¿�ÍfÌvÏaÍs»xâfÂXÃpÎfÂ�»,ÏaÂ�¿�ÂXÀ$Á]ÃpÁ]¼�Â�ÊÉÇ¦¾¢»�¼�½ ÂªÕ6ÖªÑ7Áf»,ÆB¾¢»¦¼�½,ÂªÏaÍs» ÌSÍfÃ@Ë«¾�» Î
Ã�ÂXÎs¾ÉÍs»£¿XØ


v¾�»,ÁfÊ¢ÊÉÇfÚxÄ�Â�Ä�Áf»x¼�¼�Í�¿�¼�Ã�Â�¿�¿)¼�½ Â�ÎsÁf¾�»¦¾¢»d¼�ÂXÃpË«¿�ÍfÌiÏaÍsËdÀ£Å,¼�Á]¼�¾ÉÍs»,ÁfÊ ÏaÍs¿�¼)Ä#¾É¼�½ ÍsÅ ¼
ÊÉÍs¿�¿)¾�»d¼�½ Â�Á]À,À,Ã�Í.ãI¾¢Ë«Á]¼�¾ÉÍs»«À£Ã�ÍfÀQÂXÃ�¼�¾ÉÂ�¿�Ä�½,Â�»�Á�Ë«Â�¿�½���Æ ÂXÀQÂ�»,Æ Â�»�¼�¼�½ Â�Õ6ÖªÑ�ÃpÂXÎs¾ÉÍs»
¾�¿dÏ@½ Ís¿�Â�»8Ø Ù!Í ¼�½,¾�¿dÁf¾�ËBÚDÄ)ÂNÏaÍsË«À£Á]Ã�ÂB¼�½ Â�ÁfÏ@½,¾ÉÂXâfÂ�Æ ÁfÏXÏXÅ Ã@ÁfÏaÇ ÌPÍfÃd¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â�¿ T
ÓPÈ ãIÂ�Æ�Õ6ÖªÑ Ã�ÂXÎs¾ÉÍs»$×�Áf»£Æ �BÓ<ËdÂ�¿�½���Æ,ÂXÀ Â�»£Æ Â�»x¼/Õ!ÖªÑ7Ã�ÂXÎs¾ÉÍs» ×�Ä�¾É¼�½�Ã�Â�¿�À Â�Ïa¼�¼�Í«¼�½ Â
»>Å,Ë�áQÂXÃ�ÍfÌ!» Ís».� 
XÂXÃ�Í�Â�»x¼�Ãp¾�Â�¿�¾¢»�¼�½ Â�ÏaÍ>Â	��ÏX¾ÉÂ�»�¼
Ë«Á]¼�Ãp¾�ã�ÍfÌ!¼�½ Â%Ã�Â�¿�Å,Ê�¼�¾�» Î�ÁfÊÉÎfÂXá£ÃpÁf¾�Ï
Ê�¾�»,Â�Á]Ã%¿�Ç>¿�¼�Â�Ë�Ú6Á]ÌS¼�ÂXÃ�Â�Ê�¾�Ë«¾¢»,Á]¼�¾ÉÍs»UÍfÌD¼�½ Âdâ]Á]Ãp¾�Á]á£Ê�Â5FÔ¾�»ä¼�ÂXÃpË«¿%ÍfÌ � 2 ¾�»ä¼�½,Â�Õ!ÖªÑ
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fixed LDG region (test case 1)         
mesh−dependent LDG region (test case 2)
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Â�ÊÉÂ�ËdÂ�»�¼�¿XØ�Ù/½ Â�¿�¾�
XÂ�ÍfÌ�¼�½ Â�È£»,ÁfÊvÁfÊÉÎfÂXá,ÃpÁf¾¢Ï�¿�Ç>¿�¼�Â�Ë Â��>Å,ÁfÊ�¿%¼�½,Â�»>Å,Ë�áQÂXÃ�ÍfÌ�» ÍIÆ Â�¿
¾�»U¼�½ Â�ÏaÍs» ÌSÍfÃ@Ë«¾�» Î¦Ã�ÂXÎs¾ÉÍs»UÀ£Ê�Å,¿�¼�½ Ã�ÂXÂ�¼�¾�ËdÂ�¿#¼�½ Â�»>Å,Ë�áQÂXÃ#ÍfÌZ¼�½,Â�Â�ÊÉÂ�Ë«Â�»x¼�¿%¾�»U¼�½ Â
Õ6ÖªÑ Ã�ÂXÎs¾ÉÍs»8Ø�
 ÍfÃ�¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â T Ú£¼�½ Â�¿�ÇI¿�¼�Â�Ë ¿p¾�
XÂ�¿/Á]Ã�Â *��>Ú T ' �>Ú � *���Áf»,Æ ��*fÝ � ÚQÁf»,Æ
¼�½ Âª»>Å,Ë�á ÂXÃ@¿�ÍfÌ�¼�½,Âª» Ís»�� 
XÂXÃ�Í«Â�»�¼�Ãp¾ÉÂ�¿�¾�»�¼�½ Â�ÏaÍ>Â	��ÏX¾ÉÂ�»�¼�Ë«Á]¼�Ãp¾¢ÏaÂ�¿/Á]Ã�Â�$ � �>Ú T���� � Ú
��$ ��� Áf»,Æ¦Ý�$ ��� � Ú Ä�½,ÂXÃ�Â�Áf¿ZÌPÍfÃ)¼�Â�¿�¼)ÏXÁf¿�Â��%¼�½ Â�¿�Ç>¿�¼�Â�Ë ¿�¾�
XÂ�¿DÁ]Ã�Â T T Ý>Ú Ý �(� Ú � $ T Áf»,Æ
Ý T�� *%Áf»,Æ�¼�½ Â�» Ís»�� 
XÂXÃ�Í>Â�¿�¾�»�¼�½ Â
Ë«Á]¼�Ãp¾�ÏaÂ�¿vÁ]Ã�Â T *�*('�Ú�Ý � $ *>Ú T	� $ ��T Áf»,ÆdÝ ��� ÝfÝ>ØZÙ/½ Â
Æ,¾�Á]ÎfÃ@ÁfË3¾¢» 
v¾ÉÎsÅ ÃpÂ ��¿�½ Í`Ä�¿%¼�½,Á]¼%¼�½ Âd¿�ÁfËdÂdÁfÏXÏXÅ Ã@ÁfÏaÇU¾�»�áQÍf¼�½�¼�½ Â � ��¿�Â�Ë«¾¢» ÍfÃpË
Áf»,Æ�¼�½ Â 	 3 ��» ÍfÃ@Ë'ÍfÌ � ÏXÁf»«áQÂ
Ífá,¼�Áf¾�» Â�ÆiÚxÄ�¾É¼�½�Á�Ë�Å,Ïp½¦ÊÉÍ.Ä�ÂXÃ)ÏaÍsËdÀ$Å ¼�Á]¼�¾ÉÍs»,ÁfÊ$ÏaÍs¿�¼ÌPÍfÃ/¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â �>Ø

�	��� � � � ����� �$# ��&  � � ��� �'&(�	�1& * ����&C� � �� * �+����� �
º�»Ü¼�½,¾¢¿�¿�Å á$¿�Â�Ïa¼�¾ÉÍs» Ä�Â�Æ,¾�¿�À£Ê¢Á�Ç�Ã�Â�¿�Å,ÊÉ¼�¿�Ífá,¼�Áf¾�» Â�ÆÔá>Ç Å,¿�¾�» Î�� 2 �xÂ�ÊÉÂ�ËdÂ�»�¼�¿�ÌPÍfÃ � 2 Ú
� 3 ÚiÁf»,Æ�À£¾�Â�ÏaÂXÄ�¾�¿�Â�ÏaÍs»,¿�¼�Áf»�¼�¿�ÌSÍfÃ F!Ø��#¿�¾�» �>Â�Ïa¼�¾ÉÍs» $ Ø ��Ä�Â�¼�Á]ÒfÂ � � Ó T � T ×@Ú�Áf»,Æ
Ä�Â�Ã�ÂXÀQÍfÃ�¼«¾�» Ù�Á]á£ÊÉÂ�$ ¼�½,Â�ÂXÃ�Ã�ÍfÃp¿�Áf»,Æ ¼�½ Â�Ã�Â�Æ£Å,Ïa¼�¾ÉÍs» Ì<ÁfÏa¼�ÍfÃp¿«ÍfÌ%¼�½ ÂBÂXÃpÃ�ÍfÃp¿dÌPÍfÃ
¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â T Ú)Ä#¾É¼�½ ¼�½ ÂNÏp½,Ís¾�ÏaÂ�¿dÍfÌ ��� T Áf»,Æ �?� T�� �8Ø º�» ¼�½ ÂBÌPÍsÊ�ÊÉÍ.Ä#¾�» Î ÚZÄ�Â
Ã�Â�¿�¼�Ã@¾�Ïa¼ZÍsÅ Ãp¿�Â�ÊÉâfÂ�¿�¼�Í�¼�½,Â�Ïp½ Ís¾¢ÏaÂ � � T�� �8ÚIÁfÏXÏaÍfÃpÆ,¾¢» Îª¼�Í�¼�½,Â/¼�½ ÂXÍfÃ�ÂX¼�¾�ÏXÁfÊ£Ã�Â�¿�Å,Ê�¼�¿Z¾�»
Ù/½ ÂXÍfÃpÂ�Ë(Ý>Ø T Ú Áf»,Æ�¿�½,Í.Ä�¾�»�Ù�Á]á£ÊÉÂ�*�¼�½ Â�ÏaÍfÃ�Ã�Â�¿�ÀQÍs»,Æ,¾¢» Î�Ã�Â�¿�Å,Ê�¼�¿DÌPÍfÃ�¼�½ Â#¼�Â�¿�¼�ÏXÁf¿�Â�¿
�>Ú)ÝUÁf»,Æ $ Ø º4» ÁfÊ�Ê�ÏXÁf¿�Â�¿�Ä�Â�Ífá£¼�Áf¾�» ¼�½ Â¦ÂaãIÀQÂ�Ïa¼�Â�Æ ÏaÍs»xâfÂXÃpÎfÂ�»,ÏaÂ�ÃpÁ]¼�Â�¿XØ 1#Íf¼�ÂfÚ
½ Í`Ä)ÂXâfÂXÃ�Ú�¼�½,Á]¼�ÌPÍfÃd¼�½ ÂB¿�Â�ÏaÍs»,Æ ¼�Â�¿�¼«ÏXÁf¿�ÂB¼�½,ÂBÃ�Â�Æ,Å,Ïa¼�¾ÉÍs»ÔÌ<ÁfÏa¼�ÍfÃp¿«¾�» ¼�½ Â�ÂXÃ�Ã�ÍfÃdÍfÌ
� Á]Ã�Â�¿�Ê�¾ÉÎs½�¼�ÊÉÇäáQÂX¼�¼�ÂXÃ�¼�½,Áf» $ ÚZ¾�»,Æ,¾�ÏXÁ]¼�¾¢» Î�¼�½,Á]¼�¼�½ Â�Áf¿�Ç>Ë«À,¼�Íf¼�¾�Ï¦Ã�ÂXÎs¾�ËdÂ�½,Áf¿�» Íf¼

� �



¿�¼�Á]á£¾�Ê�¾�
�Á]¼�¾ÉÍs» Ã�Â�Æ,Å,Ïa¼�¾ÉÍs» � ��¿�Â�Ë«¾�» ÍfÃ@Ë 	 3 ��» ÍfÃpË ÍfÌ �À£Á]ÃpÁfËdÂX¼�ÂXÃ ¾�» � ÂXÃ�Ã�ÍfÃ Ã�Â�Æ£Å,Ïa¼�¾ÉÍs» ÂXÃ�Ã�ÍfÃ Ã�Â�Æ,Å,Ïa¼�¾ÉÍs»
� '�Ø T T T T Â � T � �>Ø ��* � *EÂ � T ��<� T �>Ø � Ý>Ø � $ � � Â � T T Ø � $ � Ý T Ø ����$ *EÂ � T T Ø ��$ ���
�>Ø � T Ø �fÝ(' $fÂ � T T Ø � ��*�$ � Ø � � $ �EÂ ��� T Ø � $ *�$
�>Ø � � Ø � ��T �EÂ ��� T Ø ����� � Ý>Ø ��* � � Â ��� T Ø � Ý T Ý
� '�Ø � ']ÝfÝEÂ � T � T Ø¡Ý � T�� Â � T �� � T�� � �>Ø � Ý>Ø * ��� *EÂ � T T Ø ����� ' Ý>Ø ' *(' *EÂ ��� Ý>Ø ' � Ý�*
�>Ø � T Ø ' ��� '`Â � T T Ø ��� ��$ � Ø *�*�* � Â �>Ý Ý>Ø � Ý���*
�>Ø � �>Ø � �(' � Â ��� �>Ø ��� � � �>Ø#$ �(' $fÂ �>Ý Ý>Ø � Ý � Ý
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áQÂXÂ�»�ÃpÂ�ÁfÏp½ Â�Æ�¾�»�¼�½,¾�¿DÏXÁf¿�ÂfØ � ÍsËdÀ£Á]Ã@¾�» Î�¼�½ Â%ÁfÏa¼�Å,ÁfÊQ¿�¾�
XÂ�¿)ÍfÌ8¼�½ Â�ÂXÃ�Ã�ÍfÃp¿DÄ�¾É¼�½«¼�½,Ís¿�Â
Ífá,¼�Áf¾�»,Â�Æ�¾�»��IÂ�Ïa¼�¾ÉÍs» $ Ø ��Ä�Â)¿�ÂXÂ)¼�½,Á]¼6¼�½ Â)Ã�Â�¿�Å,Ê�¼�¿8Ä�¾É¼�½�Â���Å,ÁfÊxÍfÃpÆ ÂXÃ�Á]À,À,Ã�Í.ãI¾�Ë�Á]¼�¾ÉÍs»,¿
Á]Ã�Â%¿�Ê�¾ÉÎs½�¼�ÊÉÇ�ËdÍfÃ�Â%ÁfÏXÏXÅ ÃpÁ]¼�ÂfÚ,ÁfÊÉ¼�½,ÍsÅ Îs½«¼�½ ÂXÇ¦Á]Ã�Â#ÍfÌ8¼�½,Â�¿�ÁfË«Â�ÍfÃpÆ ÂXÃ�ÍfÌ6Ë«Á]Îs»£¾É¼�Å,Æ ÂfØ
Ù/½ Â�ÍfÃpÆ ÂXÃ@¿�ÍfÌ�ÏaÍs»�âfÂXÃ�ÎfÂ�»,ÏaÂNÍfÌ ��Ó �$×�ÌPÍfÃ�¼�½ Â � ��¿�Â�Ë«¾�»,ÍfÃpË ÍfÌ/¼�½,Â�ÂXÃpÃ�ÍfÃ�Áf»£ÆÔÍfÌ
��Ó � 3 ×vÌSÍfÃZ¼�½,Â 	 3 ��» ÍfÃpË'ÍfÌ ¼�½,Â/ÂXÃ�Ã�ÍfÃD¾¢» � Á]Ã�Â/Ífá$¿�ÂXÃ�âfÂ�Æ«ÌPÍfÃ � � ��Ó T�� � ×@Ú�Ä�½,ÂXÃ�Â�Áf¿� � T ÇI¾ÉÂ�Ê�Æ,¿vÁ�ÊÉÍs¿�¿vÍfÌ$Ís» Â
ÀQÍ.Ä�ÂXÃZÍfÌ)�«¾�»�¼�½ Â
ÃpÁ]¼�Â
ÍfÌQÏaÍs»�âfÂXÃ�ÎfÂ�»,ÏaÂ�ÍfÌ ¼�½ Â 	 3 ��»,ÍfÃpË
ÍfÌ£¼�½,Â�ÂXÃpÃ�ÍfÃZ¾�» � ÚsÁf¿vÀ,ÃpÍ.âfÂ�Æ«¾�»�Ù/½ ÂXÍfÃpÂ�Ë'Ý>Ø T Ø ,�Í`Ä)ÂXâfÂXÃ�Ú�¼�½ Â
À,Ã�Â�Æ£¾�Ïa¼�Â�Æ�Ê�Ís¿�¿vÍfÌ$½,ÁfÊ�Ì
Á�À Í`Ä)ÂXÃ�ÍfÌ ��¾¢»�¼�½ Â�ÃpÁ]¼�Â%ÍfÌ6ÏaÍs»�âfÂXÃ�ÎfÂ�»,ÏaÂ�ÍfÌi¼�½,Â � ��¿�Â�Ë«¾�»,ÍfÃpË ¾¢¿D» Íf¼�áQÂ�Ífá£¿�ÂXÃ�âfÂ�Æ
¾�»�¼�½,¾¢¿
ÏXÁf¿�ÂfØ

Ö�Â�¿�À£¾�¼�Â�ÍfÌ£¼�½ Â�ÍfÀ,¼�¾�Ë«ÁfÊ�¾�¼�Ç�ÍfÌ£¼�½,Â�ÂXÃpÃ�ÍfÃvÂ�¿�¼�¾�Ë«Á]¼�Â�¿vÄ�½,Â�»�Á%ÊÉÍ`Ä)ÂXÃ�ÍfÃpÆ,ÂXÃvÁ]À£À,Ã�Í�ã>à
¾�Ë«Á]¼�¾�Ís» ¾�¿�Å,¿�Â�ÆäÌPÍfÃ F6Ú6¼�½ ÂdÂ���Å£ÁfÊvÍfÃpÆ ÂXÃ�Á]À,À£Ã�Í�ã ¾�Ë«Á]¼�¾ÉÍs»ä¿�ÂXÂ�Ë�¿�¼�Í�áQÂ�À,Ã�ÂXÌPÂXÃpÁ]á£ÊÉÂ
ÌPÃ�ÍsË Á�ÏaÍsË«À£Å ¼�Á]¼�¾ÉÍs»,ÁfÊvÀQÍs¾�»�¼�ÍfÌ)â>¾�ÂXÄªØ�! Â«ÏaÍsËdÀ£Á]Ã�Â«¾¢» 
v¾ÉÎsÅ ÃpÂ�Ý¦¼�½ Â�Â��>Å,ÁfÊ�Áf»,Æ
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