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��
�����������+����������! !"#�%$&�(')�+*,�&-/.+'10�0 ')23�%46587��,����9:-%9	 )0�.#')�+23 )�;4�<=9�0 �&��>@?BADC�E C)C)C L  )FG4H2�*��,�I�,���KJ1�%')L��&�M�+*M$N.+')�+2/ )�!4�<N9:0 �8��O,>@?/AC�E C L&P 23*��,�Q'+RG��*�L� )0TSU )�!�� )0 L�')-%�V*,4W�8F���*,$% )0 XY* .Z2/�� )-%-%9:L��ZS[A L CW\V�,�������! !"8�]$&�(')�+7@RG�!�%$%�8-%-+�8-^L@'1�!�_5]�(.+')�!���;�] W$+�:*,F:J`�,���Va3FG )0TR:')*,F��(b�c���Na�J19:�;�@'1F6�,���K�+*dJe���/-;��'12�-Z�,�����&fe')0 9��M*M')FQ';.Z�,���@'+RG��*�L� )0GS3b������� +R1RG0 *,�%4Za/�80 4�*,-g9:F�* .+')�+Lh )FG4�23�% eie\kj@l%mnm�A * C�E C�F�o]C�E C�F�o]C D
¹�£@��©k�|�r¤k¥K�n¡��   ­������O¢t¨�©kª6�oìK�1�v�n¢����   �S£o��¦>��£M�O­�§K¢��v§��O¡��"��¼9��¨Z�E¤R¥�¨S¡�¤�¤/£|¢   «`Á6©R�O¢�¤k­�£-�1©R�S©R���o�O���S£�m)¢   ©`¥º¤k�O¦`©R�S§�Ø

È°­�ª¬�v�"¢�����ª������   �O©6�O¢�¤   ¤k¥?�n¡���Ç@Ç@Û��vÜ/­�©R�n¢�¤   ´@µ¿���O¡��   �n�S©k¨SÊ��v§'�O¡����vÁk¤�ª¬­��n¢�¤   ¤R¥r�n¡���¨S¡�¤k¢t¨��I¤R¥ má«k¢�Ák�   �/²�±ZYK´ � ³S´
µ¿��©R�����n¤uìK¢���©6�O�h�n¡��#©k¨�¨���ª����S©6�O¢�¤   �� B ¢   ±aYK´ � ³�­1£|¢   «�©)¤   �oØb£|¢t§K��§�§K�v�n¢�Á6©6�O¢�Ák��¤k¥ ú� B ñ), B î·� B ´"µÔ¡�¢�ª�����¤�£|�
¤R¥@�n¡��!��ìK�1�v�n¢����   �S£"¢   Ák¤�ª¬Á��v§'�O¡��
£|¢�����ª�¢¬à���§�ÇrÇ@Û	�vÜ/­�©R�n¢�¤   ¦h¢��O¡�Év���O¤'§�©R����¢   «���¢[´ �R´°ý�ñ �K��¦����1�v�|¥º¤��n����§�£n¤k���
�oìK�9���O¢����   �O£'­�£n¢   «%�O¡���¥º­�ª�ªIÇ@Ç@Û �vÜ/­�©6�O¢�¤   £�´&µ¶�á��ìK�1��¨Z�n��§þ�n¡�©R��¦h¢��O¡ �n¡��á©�§�§K¢¬�n¢�¤   ¤R¥��n¡������n��¨o�v£O£n¢¬¤   �O���O�·�
�n¡��
�n�S©6¾M��¨Z�O¤k�O¢¬��£�¦>¤�­�ªt§��M¦h¢t£|����¤k�O�R»9£|¢   ¨����n¡��#��©R�S©R�����n���Hm¿¦`©k£I�n�vª�©R�n��§��O¤��n¡��#¨o­��nÁ6©6�O­��O�!¤R¥E�n¡����n�S©6¾M��¨Z�n¤��n²k��¦��
�oìK�9�v¨o�n�v§��n¡�©R�"¢¬�"¦>¤�­�ªt§#¨S¡1©   «��h��¤k�O�h¦h¡��   ý�¦�©�£   ¤   É��v�n¤�´CÞ`¡�¢t£z¦`©k£"�1¤��   �h¤�­K�>��²��n¡��   ­������O¢�¨v©Rª��oìK�9���O¢����   �O£�´

p



Þ`¡���¢   §K­�£|�n�O²¿£|�O©   §�©k�O§¿�v����ª�¤6²�£�¥º¤�­��n�n¡KØÚ¤k�S§K����Rh­   «��oØ � ­K�|�S©����o�O¡�¤K§�£�»"�n¡��v£n��¨o¤   £n���OÁk���O¡��   ¤��n� �O¤áà�¥t�O¡
¤k�S§K�v��´°Â�¤��I¨o¤�����©R�O¢t£|¤   �k¦��
§K�v£O¨o�O¢��1���n¡��!«���¤����o�n�O¢t¨I©   ©Rª�¤k«�­���¤k¥@�O¡���¥º¤k­��n�n¡�Ø[¤��O§K�v�dRh­   «��oØ � ­K�|�S©'©kª�«k¤k�O¢¬�n¡�� æ

i B : G ñ z�±Z}�[Ac B ³ �

¦h¡��v�n�

c B ñ
Å
s ±�� G üÄ��� ¯ üþ��� ë ü����u³rü m B � B

� G ñ�,Ä± �0[O÷�i B ÷ �, B ³
� ¯ ñ�,Ä± �0[O÷�i B ÷ �, B ü �0[

� � G ³

� ë ñ�,Ä± �0[O÷�i B ÷ �, B ü �0[
� � ¯ ³

� � ñ�,Ä± �0[O÷�i B ÷ �, B ük�0[�� ë ³
©   § �, B ñ �,Ä± � B ³S´·Þr¤á§�©6�n�k�@¥º¤��!�n¡���£n©kÊk�)¤R¥h¨o¤�����­K�S©6�n¢�¤   ©Rªz£n�1�v�v§;�E¦>��¡1©uÁk��¤   ª¬²%¢¬����ª¬�v���   �n��§·�n¡��)¥º¤k­��n�n¡KØ
¤k�S§K�v�LRh­   «��oØ � ­K�|�S©�©kª�«k¤k�O¢¬�n¡���¦h¢¬�n¡&m ñé�K´�Â�­K�n­��O��¦�¤k�OÊá¢   ¨oª�­�§K��£��n¡���§K�vÁk�vª¬¤������   ��¤R¥��-P�¨o¢��   �!���o�O¡�¤K§�£�¥º¤��
¨o¤�����­K�O¢   «��O¡���©R�����n¤����O¢�©R�n�'¨S¡�¤k¢t¨o��£�¤R¥dmþ¥º¤k�!¡�¢�«k¡����!¤k�S§K�v�
©Rª�«k¤��n¢¬�n¡���£o´'µ¶��¨�¤   ¾M��¨Z�O­��n�)�O¡�©6�#��Ák�   ¦h¢��O¡�¤k­��!©  
�oìK��ª�¢t¨o¢¬��¨�¤k����­��O©6�O¢�¤   ¤k¥"�n¡��'�O�oà   ¢   «��1©R�S©R���o�O���7mC�r�n¡��'«���¤����o�n�O¢t¨!¢   �n��«��O©R�n¤���¢t£�¨o¤k���9�o�O¢¬�n¢�Ák�
¦h¡�¢¬ª��#���n��£|�v�nÁ�¢   «
�n¡��   ¤k�O��£>�n¤�©Rª�ª-¤k�S§K�v�O£�´

�b  �O¡��   ­����v�n¢t¨�©kª;�oìK�1�v�n¢����   �S£h���O�v£n�   �n��§�¡����O�R�;¦>��­�£|�'©�¤   �oØb§K¢����   £n¢�¤   ©kª�¥º�v�n�O¤k��©k«   ���n¢t¨�£nªt©R�-�1¦h¢��O¡áÁ6©R�O¢t©6Ø
�n¢�¤   £�¤k¥ � ¤   ª�²�©kª¬¤   «�¤   �'§K¢��O�v¨o�n¢�¤   ´�Þ`¡�¢t£��   ©R��ª���§�­�£��n¤�à   §%©   ©   ©Rª�²/�n¢t¨��oìK���O�v£O£|¢�¤   ¥º¤k���n¡��)§K����©k«   ���n¢�É�¢   «
à��vª�§-�r¦h¡�¢t¨S¡%¢   �n­��   ¡���ª��1��§%­1£�ª¬¤K¨v©6�n�#�n¡����oì�©k¨o�!£n¤kª�­K�O¢�¤   ¤R¥��n¡��·±cÇrÇCÛ!³��vÜ/­�©6�O¢�¤   ´ �b  ��¤/£M�!©R����ª�¢�¨v©6�O¢¬¤   £��1�O¡�¢t£
¤k���n¢�¤   ¢t£   ¤k��©uÁ6©R¢�ªt©R��ª����n¤�­�£�»-¢   §K����§;�1¢¬��¢t£`�O¡���ªt©�¨SÊ�¤R¥z���O�v¨�¢t£|�
©   ©Rª�²/�n¢t¨�©kª;�n��£|­�ª¬�S£`¥º¤k��¨o¤k���1©R�O¢�£n¤   ¦h¡�¢t¨S¡·��©RÊk��£
  ­������O¢t¨�©kª9��¢t¨��n¤���©R«   �o�n¢t¨v£°©�¨S¡�©kª¬ª��   «k¢   «!à1��ªt§;´ �b  ¤k­����oì�©R����ª���£o�K¦���¨S¡�¤�£n���n¡��#ªt©R�O«k�v£|�`�1¤/£n£n¢���ª����O¢����oØb£M�O����£�¥º¤��
©'«k¢�Ák�   �����n¡�¤K§�¦h¡�¢t¨S¡�¦�¤k­�ªt§�ª¬��©k§��n¡��
£n²K£M�O��� �O¤)�n¡��
©   ©Rª�²/�n¢t¨�£n¤kª�­K�O¢�¤   ±4¦h¢��O¡�¢   ���O�v£O¨o�O¢��1��§��O¤kª����S©   ¨���³Z´

0 500 1000 1500 2000 2500
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012
Evolution of sigmas with time

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

.sigma=10

.initial

.

.

y axis

.

.usual and optimal

.

.end

.

x axis

��
����/�	� 	u+�
��	')2�F ���&�!�_*�-@�,�����&fe'10 9���*,')F ';. ')FG�KR�')*�F��g*,F �,���g.+�&�+�!')L� &J1FG�8��*,$�-+ )LYRT0 �nb �c�	�����! !"8�%$8�(')�+*M�8-N.+')0,0 '123�%4[587`���	��9�-]9	 )0.+'1�+23 )�!4K<N9�0 �&�/>@?�A C�E C)C)C L  1FG4^23*��,� ���	�VJ1�%')L��8���+*M$�.+')�+2/ )�!4Z<=9�0 �8�KO,>^?�A C�E C L&P 2�*��,��'+RG��*�L� )0WS� 1�!�  )0 L@')-%�3*,41�&F���*,$% )0 X�* .V23�  )-%-%9�L@�SHA L CW\/���	� ���! !"#�%$&�(')�+7gRG�!�%$%�8-%-+�8-�L�')�!�^5]�(.+')�;�Z�!�% 1$#�:*�F:J �,���/a3FG )0:R:')*,F�� b��c���3a�J19:�;�K')F`�,��� �+*dJe�:�3-;��')2�-g�,���Z�&fn')0 9���*,')FI';.Y�,���^'+RG��*�L� )0S3b������� +R1RG0 *,�%4Za/�80 4�*,-g9:F�* .+')�+LK\kj@l%mnm�A * F�o]C�Edo]C D
ÂC¢�«k­��O�v£�±ZrK´¬Åk� rK´f��³�§K�v£O¨o�O¢��1���n¡����O�O©R¾M�v¨o�n¤k�O¢��v£"¥º¤kª�ª�¤6¦>��§���²��O¡��!¤6Ák�v�O§�©k���1��§�ÇrÇCÛ £n²K£M�O��� ±º¦h¢¬�n¡�¤�­K�h���O�v¨o��£n£n¢�¤  

�n�v�n��³�¥º¤��
�M¦�¤á§K¢¬¼9�v�n�   �#©R����ª¬¢���§áà��vªt§�£o´·µ¿�����O�v£n�   ���C¥º¤k�'¨o¤�����©R�O¢t£|¤   �-�n�S©6¾M��¨Z�n¤��n¢���£!¨o¤k����­K�n��§¸­1£|¢   «·�O¡���­�£n­�©Rª
¥º¤k�O¦`©R�S§�È°­�ª��������o�O¡�¤K§á¦h¢¬�n¡��O¢�����£M�O���&},[Iñ �Køf�k����ÅR�;©   §á�n¡��'«k�v¤k�����n�O¢�¨�¥º¤��n¦`©R�S§�È°­�ª¬�v�������n¡�¤K§�¦h¢¬�n¡¶©��'­�¨S¡

�



ªt©R�O«k�v�>�O¢����
£M�O���`}�[>ñ��Køf��Åk´�
�¤k�n¡��n�S©6¾M��¨Z�n¤��n¢���£`�   §�©R�I�n¡��#£n©k����à   ©Rª@�1¤�¢   �v´`¹�£I¦���©R�O�!¤   ª¬²�¢   �O���O�v£|�n��§�¢   �n¡��
à   ©kª;�vÜ/­�¢�ª�¢¬���n¢�­��ß£M�S©6�n��¤R¥r�n¡��!£n²�£|�n�v�·�K¦>��£|�v���O¡���¤k��Á�¢¬¤�­�£>�����O¢��>¤R¥r­�£n¢   «
�O¡���«k�v¤k���o�O�n¢t¨`¢   �n�v«k�S©6�n¤�� � ©k¨v¨o­��S©6�O�
à   ©kª�£n¤kª�­K�O¢�¤   ¦h¢¬�n¡À�'­�¨S¡½ªt©R�O«k�v�!�n¢�����£|�n�v��£o´¶µ¿��©Rªt£n¤%£n¡�¤6¦ß�n¡����o¼;�v¨o�'¤k¥IÁu©k�n²�¢   «á£O¨�©kª�©k�!¥º­   ¨o�n¢�¤   £,m=¤   �n¡��
�n�S©6¾M��¨Z�O¤k�O¢¬��£o´ �b  ¤   ��¨�©�£|�k�r¦��)£n�o� m&ñ Åv���r¢   �O¡���¤R�O¡����v�r¦��)­�£|�)�O¡����vÜ/­�©R�n¢�¤   ±aY�´ � ³S´�Þ`¡���ªt©6�n�n�����O�O©R¾M�v¨Z�O¤k�O²�¢t£
©Rª���¤/£M�`¢   §K¢t£M�O¢   «k­�¢t£n¡�©R��ª¬�I¥º�n¤��é�n¡��!¥º¤k�O¦�©k�O§�È°­�ª¬�v�`�n�S©6¾M��¨Z�n¤��n²�¦h¢��O¡á©)�#­1¨S¡·£n��©Rª�ª����"�n¢����
£|�n���?�1¦h¡�¢�ª����n¡��
ªt©k�n«����
m��O�O©R¾M�v¨o�n¤k�O²)���O�v¨o��£n£n�v£>��¤k�O���9�o¥º¤��n��©R�O�O¢¬Á�¢   «
©R���O¡��!£n©k���Ià   ©Rª-£M�S©6�O�R´zµ¿�   ¤R�n¢t¨���¨o�v�|�S©R¢   �O�n�   §�£`¢   �n¡���¥º­   ¨Z�O¢�¤  
mz±a[M³h¢   �9¤R�n¡�à�«�­��O�v£�»/�O¡��v£n�!�9�v©R�`¥º­��|�O¡����h¢   Ák��£M�O¢¬«/©6�O¢¬¤   ´

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

.Final

.

.
.

.usual

.geometric

.Initial

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1
Evolution of sigma in time

s
ig

m
a

no. of time steps, dt=0.01

��
������	� �u+��YFQ���W )LYRT0 �@2�*,�,�H�,���N.%9�0�0����
	 -%7)-]�(�&L�b
�b  à�«�­��n��± r�´ YK� r�´ � ³S�1¦>�!¢�����ª������   �n�v§'�O¡���¨�¤�§���¥º¤k�h�O¡��!¥º­�ª�ªrÇ@Ç@Û £|²K£|�n���·�1¢   ¨oª�­�§K¢   «#���n��¨o��£n£n¢�¤   ´"Þ`¡����O�O©R¾M�v¨oØ

�n¤��n¢���£h¥º¤kª�ª�¤6¦��v§��/²��O¡��#­1£|­�©kªr¥º¤��n¦`©R�S§�È°­�ª¬�v�7}�[hñ(�Køf�k����Å
©   §á¦h¢¬�n¡á�n¡��'«k�v¤k���o�O�n¢t¨�¥º¤k�O¦`©R�S§�È°­�ª����#±Z}�[Iñ(�Køf��Åu³
¦h¢¬�n¡¶¤k�K�O¢���©Rª mþ§�¢¬Á����O«k�'©R�����O�v¨�¢t©R��ª�²R�-²��o�!�   §¿©R���O¡���£O©R���#à   ©Rª>£M�S©6�n�k´�Þ`¡���§K�O¢�¥t�!¤k¥>�O¡��   ¤k�O�ã¢t£   ¤6¦ ¨�ª��v©R�Oª�²
Á�¢t£|¢���ª���±4£n����à�«k­��n��±Zr�´ � ³n³S»r¦h¡�¢¬ª��!�O¡��'­�£|­1©Rª@¥º¤k�O¦�©k�O§�ØbÈ°­�ª¬�v�`�n�S©6¾M��¨Z�n¤��n²���¤6Ák��£I¤k¼¶�O¡��'­   ¢¬��£n��¡��v�n�k�9�O¡��'«k��¤����o�O�n¢¬Ø
¨�©kª�ª¬²)¢   �n�v«k�S©6�n��§�¤   �!§K¤��v£   ¤k��´zµ¿�
£|�v���n¡�©R�h�n¡��!¤��K�n¢���©Rª�m   ¤6¦ Á6©k�n¢��v£���¤��n�)±tà�«�­��O�)± r�´ Y�³Z´"Þ`¡��
©R����ª¬¢���§)à���ªt§�¢t£
­   ¢¬¥º¤��n�·� ÿ�
���� ñ ±ZrK÷O��÷O��³Z´°Þ`¡��!§�©R����¢   «'��©k�O©k���o�n�v�`ý�¦�©�£h£|�����O¤�©'ª¬¤6¦ Áu©kª�­��R��£n�1��¨o¢¬à1¨�©kª�ª¬²�ý�ñ �Køf�ArK´

0 2 4 6 8 10 12 14

x 10
4

1

1.001

1.002

1.003

1.004

1.005
usual forward Euler, dt=0.0001

n
o

rm
 o

f 
v
e

c
to

r

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
1

1

1

1

1

1
geometric integrator, forward Euler, dt=0.01
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